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Çàäà÷à 1. Êàêâè îòðèöàòåëíè ñòîéíîñòè ìîæå äà ïðèåìà ïðîèçâåäåíèåòî íà ðàçëè÷íèòå ðåàëíè

êîðåíè íà óðàâíåíèåòî

(ax2 + 2bx+ c)(bx2 + 2cx+ a)(cx2 + 2ax+ b) = 0,

êúäåòî a, b, c > 0?

�åøåíèå. Ïúðâî äà çàáåëåæèì, ÷å ðåàëíèòå êîðåíè íà óðàâíåíèåòî ñà îòðèöàòåëíè. Ñëåäîâà-

òåëíî ïðîèçâåäåíèåòî íà ðàçëè÷íèòå òàêèâà å îòðèöàòåëíî, àêî òå ñà åäèí, òðè èëè ïåò.

Â òðåòèÿ ñëó÷àé è òðèòå óðàâíåíèÿ

ax2 + 2bx+ c = 0, bx2 + 2cx+ a = 0 cx2 + 2ax+ b = 0,

èìàò ðåàëíè êîðåíè, à â ïúðâèÿ ñëó÷àé òå èìàò íàé-ìíîãî ïî åäèí ðàçëè÷åí ðåàëåí êîðåí. Òîâà

âîäè äî

b2 ≥ ca, c2 ≥ ab, a2 ≥ bc èëè b2 ≤ ca, c2 ≤ ab, a2 ≤ bc.

Êàòî óìíîæèì òåçè íåðàâåíñòâà ïî÷ëåííî, è â äâàòà ñëó÷àÿ ñëåäâà, ÷å òå ñà ðàâåíñòâà. Òîãàâà

a3 = b3 = c3 = 4abc, ò.å. a = b = c. Òîãàâà −1 å äâîåí êîðåí è íà òðèòå óðàâíåíèÿ.

Âúâ âòîðèÿ ñëó÷àé, àêî ðàçëè÷íèòå ðåàëíè êîðåíè ñà òðè, x1, x2, x3, òî òå ñà êîðåíè íà äâå îò

óðàâíåíèÿòà, êàòî ñà âúçìîæíè ñà äâà ïîäñëó÷àÿ.

Â ïúðâèÿ ïîäñëó÷àé ìîæåì äà ñ÷èòàìå, ÷å óðàâíåíèåòî ax2 + 2bx + c = 0 èìà äâîåí êîðåí

x3. Òîãàâà b2 = ca è x3 = −
√

c/a. Îò äðóãà ñòðàíà, x1x2 = a/b èëè x1x2 = b/c. Ñëåäîâàòåëíî

x1x2x3 = −
√

ca/b2 = −1 èëè x1x2x3 = −
√

b2/ac = −1
Âúâ âòîðèÿ ïîäñëó÷àé ìîæåì äà ñ÷èòàìå, ÷å x1 è x2 ñà êîðåíè íà óðàâíåíèåòî ax2+2bx+c = 0,
à x1 è x3 � íà bx2 + 2cx+ a = 0. Òîãàâà

x1 + x2 = −2b/a, x1x2 = c/a, x1 + x3 = −2c/b, x1x3 = a/b,

îòêúäåòî

0 = 2x2x2x1x3 + x1 + x3 = 2x2

1x3

(

−x1 −
2

x1x3

)

= −3x1 − 2x3

1x3 + x3.

Ñëåäîâàòåëíî x3 =
3x1

1− 2x3
1

è çíà÷è

x1x2x3 = −2 − x2

1x3 = −2 +
3t

1 + 2t
= f(t),

êúäåòî t = −x3
1. Äà îòáåëåæèì, ÷å çà âñÿêî t ∈ ∆ = (0, 1)∪(1,+∞) ñëó÷àÿò, êîéòî ðàçãëåæäàìå,

ñå ðåàëèçèðà. Ëåñíî ñå âèæäà, ÷å

{f(t) : t ∈ ∆} = (−2,−1) ∪ (−1,−1/2).

È òàêà, îòãîâîðúò å (−2,−1/2).
Îöåíÿâàíå. Ïî 1 ò. çà ïúðâèÿ è òðåòèÿ ñëó÷àé, è 2/3 ò. çà ïúðâèÿ/âòîðèÿ ïîäñëó÷àé.



Çàäà÷à 2. Íåêà ABCD å èçïúêíàë ÷åòèðèúãúëíèê, çà êîéòî ëú÷èòå AD→
è BC→

ñå ïðåñè÷àò

â òî÷êà E òàêà, ÷å AE = BD = CE. Äèàãîíàëúò BD ïðåñè÷àíàòà îïèñàíàòà îêðúæíîñò îêîëî

△ACE â òî÷êà P, à ïðàâàòà EP ïðåñè÷à îïèñàíàòà îêðúæíîñò îêîëî △BDE â òî÷êà Q. Äà ñå
äîêàæå, ÷å BQ+DQ = EP.
�åøåíèå. Íåêà ò. R âúðõó ïðàâàòà DQ å òàêàâà, ÷å BQ = RQ è Q å ìåæäó D è R. Ïîíåæå
BD = CE, <) BDR =<) CEP è

2 <) BRD =<) BQD = 180◦− <) AEC = 2 <) CAE = 2 <) CPE,

òî △BDR ∼= △CEP. Ñëåäîâàòåëíî BQ +DQ = DR = EP.
Îöåíÿâàíå. 2 ò. çà ò. R, 4 ò. çà △BDR ∼= △CEP è 1 ò. çà çàêëþ÷åíèå.

Çàäà÷à 3. Äàäåíî å åñòåñòâåíî ÷èñëî n. Äà ñå íàìåðè íàé-ìàëêàòà âúçìîæíà ñòîéíîñò íà

max
0≤i≤n+1

|3i − P (i)|, êúäåòî P å ïîëèíîì îò ñòåïåí n ñ ðåàëíè êîå�èöèåíòè.

�åøåíèå. Íåêà mP å äàäåíèÿò ìàêñèìóì çà P. Èçáèðàìå j ∈ [0, n] òàêà, ÷å mQ = |3j − Q(j)|,
êúäåòî 2Q(x) = P (x+ 1)− P (x) (degQ = n− 1). Òîãàâà

2mP ≥ |3j+1 − P (j + 1)|+ |3j − P (j)| ≥ |3j+1 − P (j + 1)− 3j + P (j)| = 2mQ

Ñúùî òàêà, ïðè n = 0, ò.å. P = c, èìàìå, ÷å 2mP = |3 − c| + |1 − c| ≥ 2. Ñåãà ñ èíäóêöèÿ ïî n
ñëåäâà, ÷å mP ≥ 1.
Îò äðóãà ñòðàíà, çà

P (x) =
n

∑

k=0

(

x

k

)

2k(1 + (−1)n−k)

ëåñíî ñå ïðîâåðÿâà, ÷å degP = n è P (i) = 3i + (−1)n−i
ïðè i ∈ [0, n+ 1]. Ñëåäîâàòåëíî çà âñÿêî

n òúðñåíàòà ñòîéíîñò å 1.

Îöåíÿâàíå. 4 ò. çà mP ≥ 1 è 3 ò. çà ïðèìåð (ñ ïðîâåðêà).


